
Homogénéisation par EF, FFT ou Développements 
Asymptotiques : À chaque problème sa méthode, à chaque 

méthode ses problèmes

Naït-ali Azdine & al
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Matériaux d’études 

Fabrication additive

Mousse polymère

Alliage  de titane

Composite fibres 
courtes

Ag fritté
nano-pores
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• Diversité des méthodes disponibles : Méthodes numériques 
(FFT;MEF); les approches de champ moyen..

• Besoins spécifiques selon l’échelle : comportement Macro; 
pb de localisation, non-local…

• Existence de méthodes « clés en main »?

• Toutes les méthodes sont-elles adaptées ?



Développement asymptotique
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𝐸, Σ, ℂ ℎ𝑜𝑚

Homogénéisation
η → 0

Localisation

Matériau homogène

η

𝜀 𝑥,𝜔 , 𝜎 𝑥,𝜔 , ℂ(
𝑥

𝜂
,𝜔)

Matériau hétérogène

Matériau homogène à l’échelle macroscopique

Matériau hétérogène à l’échelle microscopique

technique d’homogénéisation

η: Petit paramètre d’hétérogénéité pour la structure (inclusions).

Rapport d’échelles (η<<l<<L)

L

V.E.R

l

η

Microstructure Structure

On considère:

✓ L: Dimension caractéristique de la structure macroscopique
✓ l:  Taille de V.E.R
✓ η: Petit paramètre d’hétérogénéité pour la structure (inclusions). 

❑ Conditions de séparation d’échelles:

Homogénéisation variationnelle/asymptotique

4

Garder un lien entre les échelles?
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• Fonctions de deux variables (x): macroscopique et (y): microscopique avec :

❑ Les champs u, ε, σ :

η =
𝑥

𝑦

Homogénéisation asymptotique

❑ 𝑢η(𝑥) = 𝑢0(𝑥,
𝑥

𝜂
) + η𝑢1(𝑥,

𝑥

𝜂
) + η2𝑢2(𝑥,

𝑥

𝜂
) + η3𝑢3(𝑥, ,

𝑥

𝜂
) +⋯

❑ 𝜎η(𝑥) = 𝜎0(𝑥,
𝑥

𝜂
) + η𝜎1(𝑥,

𝑥

𝜂
) + η2𝜎2(𝑥,

𝑥

𝜂
) + η3𝜎3(𝑥,

𝑥

𝜂
) +⋯

❑ Développement asymptotique pour les champs de déplacement et des contraintes:

Elhaj Salah S., Nait-Ali A. et al Mech of Mat 2020
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Quelles hypothèses sur la distribution et/ou la morphologie des inclusions 
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• Fonctions de deux variables (x): macroscopique et (y): microscopique avec :

❑ Les champs u, ε, σ :

η =
𝑥

𝑦

Homogénéisation asymptotique

❑ Développement asymptotique pour les champs de déplacement et des contraintes:

❑ 𝑢η(𝑥, 𝜔) = 𝑢0(𝑥,
𝑥

𝜂
, 𝜔) + η𝑢1(𝑥,

𝑥

𝜂
, 𝜔) + η2𝑢2(𝑥,

𝑥

𝜂
, 𝜔) + η3𝑢3(𝑥, ,

𝑥

𝜂
𝜔) +⋯

❑ 𝜎η(𝑥, 𝜔) = 𝜎0(𝑥,
𝑥

𝜂
, 𝜔) + η𝜎1(𝑥,

𝑥

𝜂
, 𝜔) + η2𝜎2(𝑥,

𝑥

𝜂
, 𝜔) + η3𝜎3(𝑥,

𝑥

𝜂
, 𝜔) +⋯

❑ Développement asymptotique pour les champs de déplacement et des contraintes:

❑ Distribution aléatoire d’inclusions (ω)

• Distribution des centres d’inclusionsω:

Elhaj Salah S., Nait-Ali A. et al Mech of Mat 2020
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Quelles hypothèses sur la distribution et/ou la morphologie des inclusions 
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Méthode d’Homogénéisation périodique dans le cas ergodique

➢ fait partie des conditions nécessaires à l’existence d’un V.E.R 
➢ permet d’assurer l’ergodicité
➢ et la séparation d’échelles

❑ Distribution aléatoire d’inclusions (ω)

Homogénéisation asymptotique

− (𝐴1) 𝐷𝑖𝑠𝑡𝑟𝑖𝑏𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛 "𝑟𝑖𝑐ℎ𝑒": 𝑃 𝜔 ∈ Ω𝑝: 𝑌 ∪ 𝑆 𝜔 > 0 = 1

− (𝐴2) 𝑆𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑎𝑟𝑖𝑡é: ∀ 𝑧 ∈ Z
3, 𝜏𝑧#𝑃 = 𝑃 𝑜ù 𝜏𝑧#𝑃 𝑒𝑠𝑡 𝑙𝑎 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑡é 𝑖𝑚𝑎𝑔𝑒 𝑑𝑒 𝑃 𝑝𝑎𝑟 𝜏𝑧

• Théorie ergodique :

𝝉𝒛

Cette notion d’indépendance entre plusieurs
évènements:

lim
𝑧 →∞

𝑃 𝜏𝑧𝐸 ∩ 𝐹 = 𝑃 𝐸 𝑃(𝐹)

− (𝐴3) 𝐼𝑛𝑑é𝑝𝑒𝑛𝑑𝑎𝑛𝑐𝑒 𝑎𝑠𝑦𝑚𝑝𝑡𝑜𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒: 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑡𝑜𝑢𝑠 𝑙𝑒𝑠 𝑒𝑛𝑠𝑒𝑚𝑏𝑙𝑒𝑠 𝐸 𝑒𝑡 𝐹 𝑑𝑒 𝐴

VER

𝑿𝟏

𝑿𝟐

Elhaj Salah S., Nait-Ali A. et al Mech of Mat 2020
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❑ Equations en cascade:

൝
𝜀𝑦 𝑢0 = 0

𝑑𝑖𝑣𝑦 𝜎0 = 0

ቐ
𝜎0 = ℂ(𝑥η, 𝜔) 𝜀𝑥 𝑢0 + 𝜀𝑦(𝑢

1)

𝑑𝑖𝑣𝑥(𝜎
0) + 𝑑𝑖𝑣𝑦 𝜎1 + 𝑓(𝑥,𝜔) = 0

ቐ
𝜎1 = ℂ(𝑥η, 𝜔): 𝜀𝑥 𝑢1 + 𝜀𝑦(𝑢

2)

𝑑𝑖𝑣𝑥(𝜎
1) + 𝑑𝑖𝑣𝑦 𝜎2 = 0

ቐ
𝜎2 = ℂ(𝑥η, 𝜔): 𝜀𝑥 𝑢2 + 𝜀𝑦(𝑢

3)

𝑑𝑖𝑣𝑥(𝜎
2) + 𝑑𝑖𝑣𝑦 𝜎3 = 0

Ordre (-1)

Ordre (0)

Ordre (1)

Ordre (2)

❑ Objectif:

• Trouve𝑟 𝑈𝑛, qui minimise la fonction d’énergie 𝑤(η) 𝑢𝑛 :

𝑤(η) 𝑈𝑛 = 𝑊 𝑢0, 𝑢1, 𝑢2 = න
Ω×𝑌

1

2
𝜀𝜂 𝑥,𝜔 : ℂ 𝑥

η, 𝜔 : 𝜀𝜂(𝑥,𝜔) 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑤(η) 𝑈𝑛 = 𝑤 𝑢0, 𝑢1, 𝑢2, … =
1

η2
𝑤(−2) +

1

η
𝑤(−1) + 𝑤(0) + η𝑤(1) + η2𝑤(2) + ⋯

Homogénéisation asymptotique

1) 𝑢0 𝑥, 𝑥η, 𝜔 = 𝑈0(𝑥)

2) 𝑢1 𝑥, 𝑥η, 𝜔 = 𝑈1 𝑥 + χ0 𝑦,ω : 𝛻𝑥𝑈
0(𝑥)

3) 𝑢2 𝑥, 𝑥η, 𝜔 = 𝑈2 𝑥 + χ0 𝑦,ω : 𝐸1 𝑥 + χ1 𝑦,ω ⋮ 𝛻𝑥𝐸
0(𝑥)

❑ Les solutions se présentent sous les formes suivantes :

❑ Conditions aux limites périodiques

gradient de déformation 

• Variable aléatoire: Distribution des centres

d’inclusions

ω:

Elhaj Salah S., Nait-Ali A. et al Mech of Mat 2020
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𝜀𝑦 𝑢0 = 0 ⇒ 𝑢0(𝑥, 𝑦) = 𝑢0(𝑥)



𝔸(0,0) = න
𝑌

𝟙 + 𝛻𝑦χ
0 𝑦,ω : ℂ(𝑥η, 𝜔): 𝟙 + 𝛻𝑦χ

0 𝑦,ω 𝑑𝑦

𝑤(0) 𝑢0, 𝑢1 =
1

2
න
Ω×𝑌

𝜀𝑥 𝑢0 + 𝜀𝑦 𝑢1 : ℂ(𝑥η, 𝜔): 𝜀𝑥 𝑢0 + 𝜀𝑦 𝑢1 𝑑𝑥𝑑𝑦

=
1

2
න
Ω×𝑌

𝜀𝑥 𝑢0 : 𝟙 + 𝛻𝑦χ
0 𝑦,ω : ℂ(𝑥η, 𝜔): 𝟙 + 𝛻𝑦χ

0 𝑦,ω : 𝜀𝑥(𝑢
0)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝔸(0,0) Tenseur élastique effectif

Avec 𝜀𝑥(𝑢
0) = 𝐸0 𝑥 , déformation macroscopique, on obtient:

𝑤(0) 𝑢0 , 𝑢1 =
1

2
න
Ω

𝐸0 𝑥 :𝔸(0,0): 𝐸0 𝑥 𝑑𝑥

La première équation (ordre de 𝜂𝟎) est donnée par:

Avec

❑ Ordre 0:
ω: Variable aléatoire

Méthode énergétique Elhaj Salah S., Nait-Ali A. et al Mech of Mat 2020
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❑ Ordre1:

❑ Ordre 0:

𝑤(0) 𝑢0 , 𝑢1 =
1

2
න
Ω

𝐸0 𝑥 : 𝔸(0,0): 𝐸0 𝑥 𝑑𝑥

Méthode énergétique

𝔹(0,1) = න
𝑌

(𝟙 + 𝛻𝑦χ
0 𝑦,ω ) : ℂ(𝑥η, 𝜔): (𝟙 + 𝛻𝑦χ

0 𝑦,ω 𝑑𝑦 = 𝔸(0,0)Avec

= ηන
Ω

𝐸0 𝑥 :𝔹(0,1): 𝐸1 𝑥 𝑑𝑥 + ηන
Ω

𝐸0 𝑥 : ℂ(0,0): 𝛻𝑥𝐸
0 𝑥 𝑑𝑥 +ηන

Ω

𝐸0 𝑥 :𝔻(0,0) ⋮ 𝛻𝑥𝐸
0 𝑥 𝑑𝑥

ℂ(0,0) = න
𝑌

(𝟙 + 𝛻𝑦χ
0 𝑦,ω ) : ℂ(𝑥η, 𝜔): χ

0 𝑦,ω 𝑑𝑦

𝔻(0,0) = න
𝑌

(𝟙 + 𝛻𝑦χ
0 𝑦,ω ) : ℂ(𝑥η, 𝜔): 𝛻𝑦χ

1 𝑦,ω 𝑑𝑦

η𝑤(1) 𝑢0, 𝑢1, 𝑢2

Elhaj Salah S., Nait-Ali A. et al Mech of Mat 2020
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𝔸(0,0) = න
𝑌

𝟙 + 𝛻𝑦χ
0 𝑦,ω : ℂ(𝑥η, 𝜔): 𝟙 + 𝛻𝑦χ

0 𝑦,ω 𝑑𝑦Avec
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Images issues du tomographe

Covariogramme

❑ But: évaluation de l’énergie du modèle non local

w(η) u0 , u1 , u2 = W(0) + ηW(1) = න
Ω

1

2
E0 x ∶ 𝔸(0,0): E0 (x) dx+𝛈න

Ω

E0(𝑥): 𝔹 0,1 : E1(𝑥) dx + 𝛈න
Ω×𝑌

E0 x ∶ ℂ(0,0): 𝛻xE
0 x dx + 𝛈න

Ω

E0(𝑥): 𝔻(0,0) ⋮ 𝛻xE
0(𝑥) dx

Cas tridimensionnel

Fraction volumique des inclusions (FV)

𝑙0= Distance de corrélation

𝑙1= Distance de répulsion

Asymptote

• Microstructures: biphasées
- Matériaux virtuels 

- Matériaux réels

S. Castagnet et al.

Polymer Testing (2018) 70:255-262

D. Jeulin.
Statistics and Computing, (2012) 10(2):121-132. 

Elhaj Salah S., Nait-Ali A. et al Mech of Mat 2020
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Cas tridimensionnel: Matériaux virtuels

Fraction volumique d’inclusions

𝒁

𝒚
𝒙

• Fuseau de Hill en énergie

Elhaj Salah S., Nait-Ali A. et al Mech of Mat 2020

Détermination de l’énergie du modèle non local homogénéisé

12

w(η) u0 , u1 , u2 = W(0) + ηW(1) = න
Ω

1

2
E0 x ∶ 𝔸(0,0): E0 (x) dx +𝛈න

Ω

E0(𝑥): 𝔹 0,1 : E1(𝑥) dx + 𝛈න
Ω

E0 x ∶ ℂ(0,0): 𝛻xE
0 x dx + 𝛈න

Ω

E0(𝑥):𝔻(0,0) ⋮ 𝛻xE
0(𝑥) dx

𝒁

𝒚
𝒙

w
(η
)

w
(η
)

Fraction volumique d’inclusions

❑ But: évaluation de l’énergie du modèle non local

AUSSOIS 2025  A. Nait-Ali



Mes conclusions sur ce Développement asymptotique Elhaj Salah S., Nait-Ali A. et al Mech of Mat 2020
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w(η) u0 , u1 , u2 = W(0) + ηW(1) = න
Ω

1

2
E0 x ∶ 𝔸(0,0): E0 (x) dx +𝛈න

Ω

E0(𝑥): 𝔹 0,1 : E1(𝑥) dx + 𝛈න
Ω

E0 x ∶ ℂ(0,0): 𝛻xE
0 x dx + 𝛈න

Ω

E0(𝑥): 𝔻(0,0) ⋮ 𝛻xE
0(𝑥) dx

AUSSOIS 2025  A. Nait-Ali

➢ Tenseur d'ordre trop élevé
➢ Temps de calcul élevé.
➢ Tenseur homogénéisé identifié par EF

➢ Tenseur d'ordre élevé
➢ Second gradient
➢ Tenseur homogénéisé
➢ Effet non-local

Transition d’échelle pas terminé



Méthode variationnelle
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Avec : 
S. BEN ELHAJ SALAH;
M. GUEGUEN;
C. NADOT-MARTIN



Modélisation non-locale et stochastique 
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𝛤 − 𝑙𝑖𝑚
𝜂→0

𝑖𝑛𝑓𝑊(𝜂) 𝑢𝜂 𝑥, 𝜔 ≥ 𝑊ℎ𝑜𝑚 (𝑢, 𝑣) ≥ 𝑙𝑖𝑚
𝜂→0

𝑠𝑢𝑝𝑊 𝜂 𝑢𝜂 𝑥, 𝜔1 2

❑ Estimation de la borne variationnelle de la Γ-limite supérieure

Construction de la solution limite par transition d’échelle

𝑃𝑜𝑢𝑟 𝑡𝑜𝑢𝑡 c𝑜𝑢𝑝𝑙𝑒 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐿2(Ω, ℝ3) × 𝐿2 Ω,ℝ3 𝑒𝑡 𝑡𝑜𝑢𝑡 𝜔 ∈ Ω𝑝 𝑖𝑙 𝒆𝒙𝒊𝒔𝒕𝒆 𝒖𝒏𝒆 𝒔𝒖𝒊𝒕𝒆 𝑢𝜂 𝑥, 𝜔
𝜂>0

dans 𝐿2 Ω,ℝ3

𝒗é𝒓𝒊𝒇𝒊𝒂𝒏𝒕:

𝑢η(𝑥, 𝜔) = 𝑢0(𝑥,
𝑥

𝜂
,𝜔) + η𝑢1(𝑥,

𝑥

𝜂
,𝜔) + η2𝑢2(𝑥,

𝑥

𝜂
,𝜔) + η3𝑢3(𝑥,

𝑥

𝜂
,𝜔) +⋯

𝑢𝜂 𝑥,𝜔 ⇀ 𝑢, 𝑣

𝑊ℎ𝑜𝑚 𝑢, 𝑣 ≥ 𝑙𝑖𝑚
𝜂→0

𝑠𝑢𝑝𝑊(𝜂)(𝑢𝜂 𝑥,𝜔 ) 1

𝐼𝑙 𝑓𝑎𝑢𝑡 𝑚𝑜𝑛𝑡𝑟𝑒𝑟 𝒒𝒖𝒆 𝒑𝒐𝒖𝒓 𝒕𝒐𝒖𝒕𝒆 𝒔𝒖𝒊𝒕𝒆 𝑢𝜂 ⇀
𝑛→0

𝑢 , 𝑜𝑛 𝑎:

𝛤 − 𝑙𝑖𝑚
𝜂→0

𝑖𝑛𝑓𝑊(𝜂)(𝑢𝜂 𝑥, 𝜔 ) ≥ 𝑊ℎ𝑜𝑚 (𝑢, 𝑣)

Proposition:

❑ Estimation de la borne variationnelle de la Γ-limite inférieure

2

Thèse Sami Elhaj Salah  2019
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𝑙𝑖𝑚
𝜂→0

𝑖𝑛𝑓𝑊(𝜂)(𝑢𝜂 𝑥,𝜔 ) ≥ 𝑊ℎ𝑜𝑚(𝑢, 𝑣) ≥ 𝑙𝑖𝑚
𝜂→0

𝑠𝑢𝑝𝑊(𝜂)(𝑢𝜂 𝑥,𝜔 )

❑ Compacité

Construction de la solution limite par transition d’échelle

𝑢𝜂 𝑥,𝜔 ⇀ 𝑢 dans 𝐿2 𝛺,ℝ3

𝒖𝜼 𝒙,𝝎
𝜂 → 0

𝑢

𝝌 𝝎,
𝒙

𝜼
𝒖𝜼 𝒙,𝝎

𝜂 → 0
χ 𝜔,

𝑥

η
𝑢η 𝑥,𝜔 ⇀ 𝑣 dans 𝐿2 Ω,ℝ3

𝑣

𝟏 − 𝝌 𝝎,
𝒙

𝜼
𝒖𝜼 𝒙,𝝎

𝜂 → 0
1- χ 𝜔,

𝑥

η
𝑢η 𝑥,𝜔 ⇀ 𝑢 − 𝑣 dans 𝐿2 Ω,ℝ3

𝑢 − 𝑣

Thèse Sami Elhaj Salah  2019
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Échelle microscopique Échelle macroscopique
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lim
η→0

𝑆𝐴𝜂(ω)

𝐴η
= 𝐸(𝑆𝑉𝐸𝑅) si le s.d.a est ergodique

𝐸𝐹(𝑆𝑉𝐸𝑅) sinon

Processus sous-additif, défini par le système ci-dessous

Détermination de 𝑾𝒉𝒐𝒎(𝒖, 𝒗)

𝑆: 𝔹𝑏(ℝ
𝑁) → 𝐿𝑝

1 (Ω𝑝)

𝐴 → S𝐴

𝑖) 𝑆𝑖 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅ 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 𝑆𝐴∪𝐵 = 𝑆𝐴 + 𝑆𝐵

𝑖𝑖) ∀𝐴 ∈ 𝔹𝑏 ℝ𝑁 ∀𝑧 ∈ ℤ𝑁 𝑆𝐴+𝑧= 𝑆𝐴 o 𝜏𝑧

𝑖𝑖𝑖)∃𝑎 ∈ 𝐿𝑝
1 ℝ𝑁 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑆𝐴 ≤ 𝑎 ∀𝐴 ∁ 0,1 𝑁 , 𝐴 ∈ 𝔹𝑏 ℝ𝑁

VER X

Y

Thèse Sami Elhaj Salah  2019
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𝑊ℎ𝑜𝑚
0 𝔸 0,0 =

1

2
𝐸 Ω׬ 𝜀𝑥 𝒖− 𝒗 : 𝟙4: ℂ

𝑚(𝑥, 𝜔): 𝟙4: 𝜀𝑥 𝒖− 𝒗 𝑑𝑥 +
1

2
𝐸 Ω׬ 𝜀𝑥 𝒗 :Θ1: ℂ

𝑖(𝑥, 𝜔): Θ1: 𝜀𝑥 𝒗 𝑑𝑥

Contribution de la matrice Contribution des inclusions

❑ 𝜞 −limite de l’énergie

❑ Utilisation de l’ergodicité

Whom
0

𝔸 0,0

AUSSOIS 2025  A. Nait-Ali



𝑊ℎ𝑜𝑚 𝑢, 𝑣 = 𝑊ℎ𝑜𝑚
0

𝑢, 𝑣 +𝑊ℎ𝑜𝑚
1

𝑢, 𝑣

=
1

2
𝐸 න

Ω

𝜀𝑥 𝑢 − 𝑣 : ෨ℂ0
𝑚 𝑥, 𝜔 : 𝜀𝑥 𝑢 − 𝑣 𝑑x +

1

2
𝜃1
2𝐸 න

Ω

𝜀𝑥 𝑣 : ෨ℂ0
𝑖 (𝑥, 𝜔): 𝜀𝑥 𝑣 𝑑𝑥

+ 𝐸 න

Ω

𝜀𝑥 𝑢 − 𝑣 : ෨ℂ1
𝑚 𝑥, 𝜔 : 𝛻𝑥𝜀𝑥 𝑢 − 𝑣 𝑑𝑥 + 𝜃1

2𝐸 න

Ω

𝜀𝑥 𝑣 : ෨ℂ1
𝑖 𝑥, 𝜔 : 𝛻𝑥𝜀𝑥 𝑣 𝑑𝑥

+ 𝐸 න

Ω

𝜀𝑥 𝑢 − 𝑣 : ෨ℂ2
𝑚 𝑥, 𝜔 : 𝛻𝑥𝜀𝑥 𝑢 − 𝑣 𝑑𝑥 + 𝜃1𝜃2𝐸 න

Ω

𝜀𝑥 𝑣 : ෨ℂ2
𝑖 𝑥, 𝜔 : 𝛻𝑥𝜀𝑥 𝑣 𝑑𝑥

+ 𝐸 න

Ω

𝜀𝑥 𝑢 − 𝑣 : ෨ℂ3
𝑚 𝑥, 𝜔 : 𝛻𝑥𝜀𝑥 𝑢 − 𝑣 𝑑𝑥 + 𝜃1𝜃3𝐸 න

Ω

𝜀𝑥 𝑣 : ෨ℂ3
𝑖 𝑥, 𝜔 : 𝛻𝑥𝜀𝑥 𝑣 𝑑𝑥

❑ 𝚪 −limite de l’énergie complète

χ0 𝑥, 𝜔 → 𝐸 න
Ω

χ0 𝑥, 𝜔 𝑑𝑥 = 𝐸 න
Ω

(න𝛻𝑥χ
0 𝑥, 𝜔 ) 𝑑𝑥 = 𝜃2

𝛻𝑥χ
1 𝑥, 𝜔 → 𝐸 න

Ω

𝛻𝑥χ
1 𝑥, 𝜔 𝑑𝑥 = 𝜃3

En sommant les expressions 𝑊ℎ𝑜𝑚
0 𝔸(0,0) ,𝑊ℎ𝑜𝑚

1 𝔹(0,1) ,𝑊ℎ𝑜𝑚
1 ℂ(0,0) 𝑒𝑡 𝑊ℎ𝑜𝑚

1 𝔻(0,0)

𝜃2:la fraction volumique asymptotique de la phase 1 

dans le V.E.M.R0

𝜃3:la fraction volumique asymptotique de la phase 1, 

dans le V.E.M.R1

Détermination de 𝑾𝒉𝒐𝒎(𝒖, 𝒗)

𝛻𝑥χ
0 𝑥, 𝜔 → 𝐸 න

Ω

𝛻𝑥χ
0 𝑥, 𝜔 𝑑𝑥 = 𝜃1

𝜃1:la fraction volumique asymptotique 

de la phase 1dans le volume total

Thèse Sami Elhaj Salah  2019

Obtention de la Γ-limite de l’énergie complète

19
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Thèse Sami Elhaj Salah  2019Conclusions

➢ Proposition d’une première version de modélisation non locale qui fait apparaître le second gradient de déplacement 

➢ Mise en œuvre numérique de la première version de modèle:

• Calculs en champs complets dans deux volumes élémentaires

➢ Une nouvelle formulation, macroscopique, non-locale et déterministe 

• 𝑊ℎ𝑜𝑚 𝑢, 𝑣 = 𝑊ℎ𝑜𝑚
0 𝑢, 𝑣 +𝑊ℎ𝑜𝑚

1 𝑢, 𝑣

➢ Elaboration d’un élément fini non local enrichi 𝑈𝑥
𝑈𝑦
𝑈𝑧
𝑉𝑥
𝑉𝑦
𝑉𝑧

20
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➢ Tenseur déterministe qui dépend de la microstructure
➢ Fonction historique de l'échelle inférieure
➢ Conservation du second gradient

➢ Simulation pas simple à mettre en place
➢ Besoin d’EF enrichis
➢ Temps de calculs



Fast-Fourier Transform (FFT)

21
AUSSOIS 2025  A. Nait-Ali

Avec : 
S. HEMERY;
M. GUEGUEN;
P. VILLECHAISE



Comportement à 2 échelles?non-local? (TA6V)

x

Y
Direction (Y)

C-axis of the HCP lattice

Direction de chargement (Y)

Code FFT FoXTroT

Hémery S., Nait-Ali, A., Villechaise P., Mech. Mater. (2017) 

Hémery S., Nait-Ali, A., Gueguen, M. Villechaise P., Materials and Design (2018)

https://sourcesup.renater.fr/projects/foxtrot

➢ Effet d’échelles
➢ Effet des voisins

Macro-zones (MTR)

Comportement des Alliage de Ti

22

3D?

AUSSOIS 2025  A. Nait-Ali

https://sourcesup.renater.fr/projects/


Comportement à 2 échelles?non-local? (TA6V)

1. Hémery S., Nait-Ali, A., Villechaise P., Mech. Mater. (2017) 

2. Hémery S., Nait-Ali, A., Gueguen, M. Villechaise P., Materials and Design (2018)

3. Hémery S., Nait-Ali, A., et al acta Mat 2019

4. https://sourcesup.renater.fr/projects/foxtrot

➢ Effet d’échelles
➢ Effet des voisins

Macrozones
➢ Besoin du 3D

Comportement des Alliage de Ti

23

Collaboration UCSB (Santa Barbara) 

x

Y
Direction (Y)

C-axis of the HCP lattice

Direction de chargement (Y)

AUSSOIS 2025  A. Nait-Ali

https://sourcesup.renater.fr/projects/


Comportement à 2 échelles?non-local? (TA6V) Hémery S., Nait-Ali, A., et al acta Mat 2019
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σ
Fixer une macro-zone et 

redistribuer le grain 
totalement ou 

partiellement contenu

Sphère

Oblate

Ellipse

Attribuer de nouvelles 
orientations à tous les grains de 

la macro-zone

Orientations de 
référence

direction (Y)

Nait-Ali, A., et al, IJSS 2021

Générer un agrégat virtuel 3D 
et des angles d'Euler attribués

5. 104 grains
≈ 6. 107 Voxels 

Optimisation de 
l'histogramme thêta

Levenberg Maquardt

algorithm based

25
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Génération de microstructures modèles 



Génération de microstructures modèles 

σ

0

200

400

600

800

1000

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016

Sphere

Oblate

Prolate

No MTR

0.E+00

2.E+04

4.E+04

6.E+04

8.E+04

1.E+05

1.E+05

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016

0.E+00

1.E+05

2.E+05

3.E+05

4.E+05

5.E+05

6.E+05

7.E+05

8.E+05

9.E+05

1.E+06

500 600 700 800 900 1000 1100 1200

N
um

b
er

o
f o

cc
u

rr
en

ce
s

Stress value (MPa)

Nait-Ali, A., et al, IJSS 2021
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Conclusions
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➢ Rapidité

➢ Simplicité d’implémentation

➢ Homogénéisation directe

➢ Résolution efficace des équations aux dérivées partielles (EDP)

➢ Limitation à la périodicité [lebensohn2025; Gelebart2024]

➢ Difficulté pour les géométries complexes

➢ Difficultés avec les forts gradients de propriétés. 

➢ Plus galère pour les problèmes non linéaires

➢ Sensibilité à la résolution.



Schéma auto-cohérent
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Avec : 
S. HEMERY



σ

Et si on homogénéise? Champs moyens?

810 MPa

820 MPa

Représentation selon une approche auto-cohérente.

+≈ +  . . .   

Grain i Grain i+1

Crystal plasticity model   

ሶ𝛾𝑠 𝒙 = ሶ𝛾0
𝒎𝒔 𝒙 :𝝈 𝒙

𝝉𝟎
𝒔

𝑛

𝑠𝑔𝑛(𝒎𝒔 𝒙 : 𝝈 𝒙 )

ሶ𝜺 𝑝 𝒙 =෍

𝑠=1

𝑁

𝒎𝒔 𝒙 ሶ𝛾𝑠 𝒙

≈

➢ Pas d’effet de la macro-zone
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Molinari1987; Kröner1965; Zaoui1996……
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σ

Et si on homogénéise? Champs moyens?

810 MPa

820 MPa

+≈ +  . . .   

Grain i Grain i+1

≈

➢ C’est mieux sans macro
➢ Et maintenant?
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810 MPa

Crystal plasticity model   

ሶ𝛾𝑠 𝒙 = ሶ𝛾0
𝒎𝒔 𝒙 :𝝈 𝒙

𝝉𝟎
𝒔

𝑛

𝑠𝑔𝑛(𝒎𝒔 𝒙 : 𝝈 𝒙 )

ሶ𝜺 𝑝 𝒙 =෍

𝑠=1

𝑁

𝒎𝒔 𝒙 ሶ𝛾𝑠 𝒙

Représentation selon une approche auto-cohérente.

Molinari1987; Kröner1965; Zaoui1996……

0

200
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600

800

1000

1200

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012
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σ

Et si on homogénéise? Champs moyens?

810 MPa

820 MPa

+≈ +  . . .   

Grain i Grain i+1

≈
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810 

Crystal plasticity model   

ሶ𝛾𝑠 𝒙 = ሶ𝛾0
𝒎𝒔 𝒙 :𝝈 𝒙

𝝉𝟎
𝒔

𝑛

𝑠𝑔𝑛(𝒎𝒔 𝒙 : 𝝈 𝒙 )

ሶ𝜺 𝑝 𝒙 =෍

𝑠=1

𝑁

𝒎𝒔 𝒙 ሶ𝛾𝑠 𝒙

Représentation selon une approche auto-cohérente.

Molinari1987; Kröner1965; Zaoui1996……



σ

Et si on homogénéise? Champs moyens?

810 MPa

820 MPa

+≈ +  . . .   

Grain i Grain i+1

≈
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0

200

400

600

800

1000

1200

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012

FFT_macro Self-consistent_macro Self-consistent_rand FFT_rand

810 MPa810 

Crystal plasticity model   

ሶ𝛾𝑠 𝒙 = ሶ𝛾0
𝒎𝒔 𝒙 :𝝈 𝒙

𝝉𝟎
𝒔

𝑛

𝑠𝑔𝑛(𝒎𝒔 𝒙 : 𝝈 𝒙 )

ሶ𝜺 𝑝 𝒙 =෍

𝑠=1

𝑁

𝒎𝒔 𝒙 ሶ𝛾𝑠 𝒙

Représentation selon une approche auto-cohérente.

Molinari1987; Kröner1965; Zaoui1996……



333
AUSSOIS 2025  A. Nait-Ali

Conclusions

➢ Permet d'obtenir des propriétés globales à partir des contributions 

locales.  

➢ Applicable à des matériaux isotropes et anisotropes.  

➢ Réduction de la complexité par rapport à des modèles plus détaillés.  

➢ Souvent en accord avec les données expérimentales.  

➢ Hypothèses simplificatrices pouvant limiter la précision.  

➢ Sensible à la distribution des orientations cristallographiques 

(textures) .  

➢ Moins précis dans les régimes non linéaires avec plasticité 

marquée.  

➢ Dépendance forte aux propriétés des grains. 

S. Hémery (2024); Stinville2024

https://hal.science/hal-00111395
https://hal.science/hal-00111395
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LE CHAMP DE TENSEUR DE STRUCTURE : MORPHOLOGIE +/- LOCALE D'UN MATÉRIAU HÉTÉROGÈNE

H. El Mansouri1, A. Nait-Ali1, D. Halm1, M. Gueguen1

•Covariogramme

•Tenseur de structure

MÉTHODE MORPHOLOGIQUE?

Avec : 
H. EL MANSORY;
M. GUEGUEN;
D. HALM



Le covariogramme donne la distribution de l'ensemble aléatoire 

d'inclusions. Le centre donne la forme moyenne des inclusions, liée 

aux axes principaux et à l'échelle méso.

Covariogramme

05/06/2024 P. 35

Covariogramme [P. Doumalin et al]

𝐶𝑋(ℎ)𝑋

Exemple:

[P.Doumalin et al] Pascal Doumalin, Michel Bornert, Jérôme Crépin. Caractérisation de la répartition de la déformation dans 
les matériaux hétérogènes. Mechanics & Industry, 2003, 4, pp.607-617.10.1016/j.mecind.2003.09.002. hal-00111395

▪ Covariogramme géométrique

▪  𝐾𝑋 ℎ = 𝜇𝑑 𝑋 ∩ 𝑋ℎ

→ Mesure de l'intersection entre 𝑋 

et   sa translation 𝑋ℎ 

▪ Si 𝑋 est ergodique:

𝐶 ℎ =
𝐾𝑋 ℎ

𝜇𝑑(𝑍)
= 𝑉𝑓 𝑋 ∩ 𝑋−ℎ , 𝐶 0 = 𝑉𝑓(𝑋)

▪ Covariance

𝐶𝑋 𝑥, 𝑥 + ℎ = 𝑃 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑥 + ℎ ∈ 𝑋

→ Probabilité qu’un point et sa translation s

oient dans  𝑋

Avec  𝑍 un domaine borné, 𝑋 un ensemble dans 𝑍 et  ℎ = ℎ , 𝛼  un vecteur de ℝ𝑑:

Si 𝑋 est stationnaire

𝐶𝑋 𝑥, 𝑥 + ℎ = 𝐶𝑋(ℎ)

Inclusion moyenne
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ÉTUDE MORPHOLOGIQUE

https://hal.science/hal-00111395
https://hal.science/hal-00111395
https://hal.science/hal-00111395


05/06/2024 P. 36

Covariogramme

Fa covariogram and its projection along 90°, 45°, 0° and -45° oriented axis. 
Post-treatment computed on the 90° projection

Is there a way to resume 

the covariogram

description in only one 

data ?

Fig 36.2: Projection of a covariogram, 

computed on a periodic image

Estimation of the 
meso-scale:
2*correlation 
distance

lig
n
e

𝐶𝑆(ℎ)

colonne

First 
principal 
axis 𝑒1

Second 
principal 
axis 𝑒2

A lot of other data:

• Volume fraction
• Orientation
• Presence of scales or 

periodicity
• … (see Fig 36.1)
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ÉTUDE MORPHOLOGIQUE

H. El Mansouri1, A. Nait-Ali1, D. Halm1, M. Gueguen1



P. 37

Axe principal orienté selon les 

vecteurs propres du tenseur de 
structure du covariogramme

𝐽 =
0.18 0.03
0.03 1

Description explicite de la morphologie 
moyenne des inclusions (forme et 
orientation)

→ Le facteur de cohérence 
𝑓  (anisotropie) basé sur 
le rapport des valeurs 
propres.

𝑱𝒙𝒙 = න
𝑺

𝒚𝟐 . 𝑪 𝒉 𝒙, 𝒚 𝒅𝒙𝒅𝒚

𝑱𝒙𝒚 = න
𝑺

𝒙𝒚 . 𝑪 𝒉 𝒙, 𝒚 𝒅𝒙𝒅𝒚

𝑱𝒚𝒚 = න
𝑺

𝒙𝟐 . 𝑪 𝒉 𝒙, 𝒚 𝒅𝒙𝒅𝒚

𝑱 =
𝑱𝒙𝒙 −𝑱𝒙𝒚
−𝑱𝒚𝒙 𝑱𝒚𝒚

, avec

𝑂 = arctan
𝑒2. Ԧ𝑦

𝑒2. Ԧ𝑥

𝐶𝑆

𝑓 =
𝜆1 − 𝜆2
𝜆1 + 𝜆2

𝑓 = 1 : 
full anisotropy

𝑓 = 0 :
No anisotropy

05/06/2024

𝜆2𝑒2

𝜆1𝑒1 → L'orientation 𝑂  le long du 
deuxième vecteur propre.
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H. El Mansouri1, A. Nait-Ali1, D. Halm1, M. Gueguen1

MORPHOLOGIE: Tenseur de structure

Unidirectionnel

Isotrope

Unidirectionnel



TENSEUR DE STRUCTURE 𝚼(𝒙)

Méthode:

Pour tous les points :
Sélection du voisinage (carré violet)

𝑁 𝒙 = 𝒙+
𝑘𝑥
𝑘𝑦

, −
𝑙

2
≤ 𝑘𝑥, 𝑘𝑦 ≤

𝑙

2

P. 38

𝐶𝑁 𝒙 (ℎ)

𝐶 ℎ 𝐶𝑁 𝒙 (ℎ)

𝑙

𝑁 𝒙

𝑱 𝚼(𝒙)

𝑂 𝒙 𝑓(𝒙)
𝚼(𝒙)

Description 

locale de la 

morphologie 

obtenue

�

�

Covariogramme de 
l'image entière

Ici, 𝑙, 
représente 
l'échelle méso.

Estimation of 
the meso-scale:
2*correlation 
distance

P. 38𝑱 𝚼(𝒙) 38
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• Homogénéisation locale

• Mise en place du modèle morphologique.

MODÈLE Morpho : 𝚼(𝒙)



Homogénéisation locale

P. 40

[Scikit-fem]

Homogénéisation locale :

Morphologie locale de la microstructure: 𝚼(𝒙)
෩𝑪 → ෩𝑪(𝒙)

Deux méthodes :

1. Relation analytique 𝜺 𝒙 = ෩𝑪−𝟏 𝒙 𝝈𝟎
2. [Scikit-fem] : Méthode des éléments finis

Définition du problème aux limites :

• Méthode analytique : mêmes conditions 
aux limites (C.L.) pour tous les points 

(hypothèse de milieu infini)  
• Méthode FEM : les conditions aux limites 

sont définies sur les frontières à l'échelle 
macroscopique

BVP
+
Meso-domain 
morphology

Extraction of local 
meso-scale Volume 
Elements

� �
� �

� ( � � ) ,Υ( � � ) � ( � � ) ,Υ( � � )

Local material 
response

Macro-scale

• 𝑆𝐸 𝒙 → ሚ𝐶(𝒙)

𝑆𝐸 𝒙 : Eshelby matrix 

[Homopy] Nicolas Christ. (2023). Extraweich/homopy: v1.1.0 (1.1.0). Zenodo. 

https://doi.org/10.5281/zenodo.7967631

[Scikit-fem] Gustafsson, T., & McBain, G. D. (2020). scikit-fem: A Python package for finite element 

assembly. Journal of Open Source Software, 5(52), 2369. https://doi.org/10.21105/joss.02369

𝚼(𝒙)𝐶𝑁 𝒙 (ℎ)

𝑙

𝑙

𝑢 𝒙 , 𝜀 𝒙 , 𝜎(𝒙)

2. min
𝑢

׬ 𝜎 𝑢 : 𝜀 𝑣 𝑑Ω = ׬ 𝜎 𝑣 . 𝑛 𝑑𝑆

1. 𝜀 𝑥 = ሚ𝐶 𝑥 𝜎 𝑥

MODÈLE Morpho : 𝚼(𝒙)
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𝚼(𝒙)

𝒖𝟎 = 𝟎

𝝈𝟎
= 𝟐𝟎𝟎𝑴𝑷𝒂
𝒆𝟎⊗𝒆𝟎

𝝈𝟎 = 𝟎

𝝈𝟎 = 𝟎

𝑒0

𝑒1

Concentration de 
contrainte détectée
Jusqu'à 10 fois la 
contrainte moyenne.

• Zones 

macroscopiques 
détectées.

• La moyenne des 
déformations par 

colonne (Fem) est 
plus lisse en raison 

des degrés de liberté 
dépendants.

[Homopy] Nicolas Christ. (2023). Extraweich/homopy: v1.1.0 (1.1.0). Zenodo. https://doi.org/10.5281/zenodo.7967631

[Scikit-fem] Gustafsson, T., & McBain, G. D. (2020). scikit-fem: A Python package for finite element assembly. Journal of Open 
Source Software, 5(52), 2369. https://doi.org/10.21105/joss.02369
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➢ Utilisation directe sur l'image brute
➢ Morphologie locale avec 𝑱
➢ Effets non locaux pris en compte  
➢ Implémentation simplifiée

➢ Toujours la question de la taille de fenêtre 
➢ Passage en endommagement en prometteur mais….
➢ Besoin mémoire important

Conclusions



Merci
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« Il n’y a pas de bonnes ou de mauvaises homogénéisations. Moi, si je devais résumer ma vie 
aujourd’hui avec vous, je dirais que ce sont d’abord des rencontres avec des méthodes.»
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