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Science sans conscience n’est que ruine de 'ame, Rabelais
Nihil est in intellectu quod non fuerit in sensu, Leibnitz



Introduction-Rappel

> Principes variationnels en élasticité linéaire et encadrement
> Milieu élastique de référence

» Champs C.A et S.A : équation intégrale -polarisation et
probléemes auxiliaires

» Conditions de fermeture : relations entre moyenne et polarisation

» Distribution spatiale des phases: isotropie spatiale : problemes
d’inclusion composite dans le milieu de référence

» Optimisation du milieu de référence et bornes



» phase : matrice

> motif
(inclusion-matrice)

N

Remarque : les D, sont des domaines géométriques



Dualité et relations de moyenne

Introduction des fonctions caractéristiques pour les phases
mécaniques
1 xeQ,
X) =
¢r(x) {O xeQ—-Q
Donc p =), pror(x), Alors

Q/p edQ = Zp,Q/ dQ—Zf,prer

On a ainsi par dualité les moyennes

" 1 Q,
Em= Qr/s or dQ, f, = o)



Fonctions caractéristiques pour les motifs D, centrés en X!,
i=1,.., Ny

1, 30Ny =x+ X,
¢,\(y){07 sinon

Soit un champ P, identique dans chacun des motifs D, :

P(y) =2\ Pa(x)oa(y)

Q/ y)dQ = ZZ ) e(x + X)) dQ

>\11

—ZfA /pA X) - eM(x) d

1 N\D
A0 =g D_ele+ X)oh ="~




On considére que I'on impose la déformation sur la frontiére du
composite et des interfaces parfaites

W) [

no*.u? dS < —W*(U)+/ no.u® dS = W(u) < W(v)
oN

oQ
ou u, o solution du probleme d'élasticité hétérogene,
» U’ est un champ Cinématiquement Admissible : v’ = u9 = E x,
[ul]s =0
> o* est Statiquement Admissible, dive* =0, [0*],.n = 0.

Pour les interfaces imparfaites :

> [u]s #0
> [0*],.n#0



Caractérisation : Interface imparfaite

Linterface S est une surface : plan A, normale n
St et S~ sont les deux faces opposées de la surface

ut = lim u(X', X2, +nn)
n—0+

On définit alors sur l'interface

Ug=u"—u", O==(ut+u)

N —

Au cours de la déformation, l'interface se déforme
_ 1, _
es(l) = E(VU + V')
A ces quantités on associe une puissance d’efforts intérieurs

PS(U*):_/STS,[u]Sds—/sZs:ss(D) s



Considérant la puissance des efforts intérieurs dans la matrice et les
renforts et la puissance des efforts extérieurs

Pi= —/ o:e(u)dQ, Pe= T°.uds
Elo}

Q
Ps(u*) = —/ Ts.[u]gds — / Is:es(0)dS
S S

PPV : somme des puissances est nulle, pour tout champ de
déplacement w.
Aprés intégration par partie : équations de la statique

dive =0, o.N=T¢ suroQ
1
O':t.n: %TS:I:EDIVZS
o.n= Ts, [O']sn: —DinS



Loi de comportement de I'interface

Energie de déformation de l'interface

o([uls, es(T))
convexe de ses arguments

oP od
To= ol = 7es
Energie complémentaire ou duale
*(Ts, Xs)
On choisira dans la suite

1 1
¢ = E[U]s~k3~[u]s + EES Ks : €5



Milieu de référence - choix des polarisations

Dans le volume : dive =0
oc=C(x):e=Cp:e+P(x), P(x)=(C(x)—Cy):e(x)
o.n=T, |[o],,n=—-Divis, [u],=U(s)
Remarque

5’m :Coém"_pm,eQm

<o>=Cyr:<e>+<P>
¢ {0',\*,, = Co : g3y + PYy(x),

ay-n=Ti, [aﬁ/,]s.n = —Div Z,\A/,
Idée
Ty = T\Ey = E3, U(s) = UN(s),
Pi(X) = PA(X). pm



Equations intégrales

Pour un milieu C, avec des forces de volume div P, de surface DivX¢
et des discontinuités U sur S, dans un volume Q soumis a des
déplacements imposés sur sa frontiére, la solution du probleme
d’élasticité est donné par G, opérateur de Green du milieu de
référence:

U= U+ / G, : divP dQ — / n.(Co: VGo).UdS + / Go.DivXsds
Q s s
Par dérivation on a I'opérateur de Lippmann-Schwinger modifié
o o o
€+/F:PdQ+/F:(CO:(n®U)dS+/F:ZSdS:€o
Q 5 5

Considérons maintenant des champs de polarisation particulier

Pma P)\a UA, Z;\



Distribution spatiale isotrope des phases et des motifs (CRAS,1991)

ols

- / P(x — ¥)o(lx — y) 4R = Ed
Q

o . .
[ Fx Xandly - x+ X[y a@ =0
Q

O 0

Cam = NaT(x,y)07,

Les interactions sont nulles !



€—|—/F:<P> dQ—F/F:(CO:(n@U)‘)dS-F/
Q s s
Propriétés :
c=Co:e+<P> divec=0
[o]s.n = — DivEy,
[u]s = U

Mais
To £ T, es(T) # es(T)py

2
M:x)dS=e,



Ajout du comportement
pm=(Cm—Co) : &m, Py =Pa(x) = (C(x) — Co) : epy(x)

— A =
Uﬁ/’.n:ks.UA7 ZS :KS:ES(UM)
Deux problémes aukxiliaires :
» Inclusion milieu de référence :

ém"‘E : (Cm—Co) . émZEO
» Motif avec interface imparfaite
o
0+ [ Fey)e) - o) ehiy) o
’ (o] (o] 2
+/ FCo:(N@UN+T:X2dS=¢,
Sx

Remarque: AC=C —Cop,H=AC", <H:P>=<¢e >
A
(Ac : e)M £ ACY :e)y, M), :Py=e) (CRAS 1991)



Résumé :

ém = Am €0 danS Qm
<e>=4
ey(x) = Ax(x) 1o surDy

Comportement estimé du milieu effectif pour un C, donné

E=) f,e f A Q—/ U*) ds

zm:mEm‘FzA: A(/DAEMd sx(n@ )d)

z:mecm:émjLZfA(/ @:sﬁﬂdﬂ—/ zgds)
m A Di Sa

=C*' . E
Soit

E—Z<e><f>—fA/SA(n®UA)dS

}::Z<(C:s><f>—fk/ ¥ dS
Sx



» phase : matrice
» motif
(inclusion-matrice)

mt X

(y) <e>=el(x)



Optimisation

1 _
E(Usor) = /Q §€sol 1 C i eg dQ2 +/S¢([Usol]s,es(usol)) dS < &(u)

ou u est la solution du probleme avec les champs de polarisation
vérifiant en moyenne le comportement

an’h X e va
<qg>= .
7 {qu), x €D,
Probléme équilibre
0=div(Cp:e+ <P>), <P>=(C-Cyp):<e>
U =[u];, [o]s.n=—DivEy, surS

Evaluons £(u)



e:Cie=e:(C-Cp):et+e:(oc—<P>)
=0:e+(e—<e>): (C-Cp):(e—<e>)
=og:e+Ae: (C-Cyp): Ae

Posons Ag=qg— < q >

/o-:sdQ: n.o-.udS—/n.[o:U]s ds
Q Elo} s

n.lo.ulg = n.&.[u]y — DivEy.U

/n.[cr.u]s — Ny [ TN E)e(T) dS
S Sx
:NA/ B(UM, es(T)) dS = / N eo(T)) dS
Sx

/¢(U*,e(0))—¢(w,ss(uﬁ”)) dS:/Ass:KS:Ass ds
S S



Energie potentielle

£(u) :Q%E:ZJrO((CO)
2Q(Co) = /Q(e— <e> (C-Cy):(e—<e>)dQ

+/(€s—<€s>):Ks:(es—<es>)dS
s

Choisir C, tel que que Q(C,) <0
E:meém—ka)\(/ e,\)‘/,dQ—/[n@) Vs a)
m A D S
zzzfm@m:ém+ZfA(/ C:s,\A”dQ—/Z;\dS)
m A Dx S

=C": E



Par un raisonnement identique
2W* (o) =—-Qx: E— Q*(So)
Q*(So):/(o—<P>:§o:(@) (S=Sp): (6 —Q:So:<P>)dQ
Q

M -1 (7% _ TA
+/S(T—T).ks (T*—T*)dS

Bornes pour Q*(Sy) <0: S-S, <0ou > 0.

In fine : ks = 0o, Ks = 0 pas de discontinuité : Hashin-Shtrikman par
phases ou motifs



Interprétation équation intégrale : sur le motif D),
u(x + X)) =uX)) + v + U (x),xe S
uMNx) = (u(x + X)) — u(X] )) ’
A A M

Il convient donc de générer des fluctuations u'(x),x € S':
» 2D séries de Fourier, Legendre,
» 3D fonctions harmoniques sphériques.

Remarque : le déplacement u’ est par définition continu sur S de
méme le vecteur contrainte associé !



Pour obtenir un encadrement on doit résoudre
» probléme d’inclusion (phase) dans le milieu de référence
» probléme d’inclusions composite (motif) avec interface imparfaite

» probleme d’inclusion composite (motif avec interface parfaite
pour chaque mode de Fourier ou fonction harmonique
sphériques

> résoudre les problémes de bornes sur Q(C,), Q*(So)



Mode antiplan : Motif ¢ = &/R2, u = T(r) cosf, oo = Qoex

T(r)y=Asr, r<a,T(r)=A r+b1§, a<r<ReT(r)= Aor+bo§, r> Re

Conditions aux limites :Infini Q, = K, A,

r=a, 2/(3[7-]5 = 2ksa(A1 + by —A2) =20 = KA + K1(A1 - b1)
K. Ks =
[q]s = Ki(A1 — b1) — KeA2 = 2—;(/\2 + A1+ by) = 2—2T

r:Re, Ao+b0:A1+b1C, Ko(Ao_bo):}(‘](A‘]_b‘]f)



_ K. - _ _
Motif Notations :Ks = —2 ks = 2aks, A = 2Ki(Ks — ks)

2

o = 2K1 K2 + 2['_(3,_(3 + (Rs + l_(s)(K1 + K2)
8 =2Ki1Ko — 2R3l_(s + (RS + I_(s)(K1 — Kg))

Qo = 2K,Ao
QoA = Ao(a(Ko + K1) + cB(Ko — K1)
Qo
A= Ko T Ky) + cB(Ko —Ki)
Qo3
by =

Oé(KO + K1) + Cﬁ(Ko — K1)



Mode antiplan : Inclusion

2Q,

A/:Ao‘f‘bm K1Al:Ko(Ao—bo)7 Al:K—|—K1
o

Solution Composite
Q=K*'VT

Q.e, = LK (A1 — bic)+ (1 — H)Ki Al
VT.Q, = f)\(A1 + by C) + (1 - f)\)A/




Perturbation

2n
T'(r) = Aar"cos(nf) T'(r) = (Air" + by a;—n) cos(nf)

Continuité des champs et des fluxen r = a

K; Ki + K — K
A2:21T,A1_ 1+ 2Tb2— - 1

5 T

(5:K1+K2+Cn(K1—K2), T =




Valeur de I'énergie potentielle

23(’;"2)” = (Ka—Ko)A2¢"+(Ki —Ko)(1 — ¢™)(A? + bic")+KsAanc" <0
T g

Soit Ky = max(K;), Km = min(K;),

Q(Ko)&? 5 A2
W < (Ky — Ko)C + Ks4KMnc”

< Ky maxC — K, minC + Ks4KZnc" < 0

4K3 < C = (4KPS" + (1 — o) (K + o) + (Kt — Ko)C”)) < 4KG
Soit
2

Ko > K = Ky + RSK—AZ/’ max nc”
K



Probléme complémentaire
On a une borne inférieure pour

1 1
— >

3p/pcP > nc”,

11K
T Ky ks K3
p-1

p

max n¢”

S

Cgﬂ
p



Conclusions

Sous les hypothéses d’isotropie spatiale des phases et des motifs on
a étendu les approches variationnelles d’Hashin-Shtrikman par motifs
au cas des interfaces imparfaites. (ks = 0,Ks = c0)

Remarque : pour des modules de référence pris infiniment rigides ou
infiniment mous, on retrouve les bornes de Hashin pour le cas des
discontinuités en déplacement.

Pour la loi d’interface ks = 0, Ks on retrouve les bornes supérieures
Brisard et al.
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